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Aufgaben

(19/20) Seien =M, ... 2™ 4@ 4™ Punkte im R™'. In verschiedenen Anwen-
dungen (z.B. Statistik, Bilderkennung) méchte man eine Ahnlichkeit oder sogar
eine Bewegung im R" finden, die die z-Punkte mdoglichst nahe an die y-Punkte
heranbringt. Die Fragestellung, oft als Procrustes-Problem(® bezeichnet, lautet
dann mit X = [z, ... 2]y = [y, ... y™)]:

Finde min{| f(X)-Y |p: fe F}!
Dabei ist f(X) = [f(zM),..., f(z(™)] und F die Menge oder Gruppe der interes-
sierenden Abbildungen, z.B. # = Gruppe der Ahnlichkeiten. Wenn etwa F = B(n),
dann ist das Minimum, wenn es existiert, genau dann 0, wenn die y-Punktmenge
kongruent zur z-Punktmenge ist. | o || 5 ist die Wurzel aus der Quadratsumme aller

Eintrdge, die so genannte Matrix-Frobenius-Norm. Eine systematische Losung des
Problems benutzt u.A. die Theorie der Polarzerlegungen von Matrizen.(10)

In dieser Aufgabe soll das Procrustes-Problem mit Ahnlichkeiten und an Hand ei-
ner leicht {iberschaubaren Konstellation illustriert und ohne Riickgriff auf umfassen-
de Verfahren eher experimentell gelost werden. Gegeben sind im R? zwei Dreiecke
(Punktetripel)

W_ 2 co_ "1 eo_ Y o_|"1 @_|3 ,@_|°

(a) Zeigen Sie zuniichst, dass (1) = 0 = y(!) ohne Einschrinkung angenommen
werden kann und v/erschi/eben Si/e die/ beiden Dreiecke entsprechend. Die neuen
Punkte seien 0,22, ()" 0,42 46",

Eine Losung der Minimum-Aufgabe soll nun mit Ahnlichkeiten f gesucht werden
unter den Einsc,hrénkun/gen, dass 0 auf (/) abg?bﬂdet wird und dass die Dreiecksflichen
von C(0, f(z®"), f(2®") und C(0,y@", y®)") iibereinstimmen.

(b) Bestimmen Sie den dafiir notwendigen Ahnlickkeitsfaktor o.

Nach Durchfithrung der entsprechenden Streckung ist nun eine geeignete orthogonale
Abbildung zu finden. Setzen Sie diese in der Form [Sch], Beispiel 2.11 (b), Seite 6
an. Zur Vermeidung aufwendiger Wurzelausdriicke soll nicht die Frobenius-Norm
selbst zu Grunde gelegt werden, sondern ihr Quadrat. Das Minimumproblem fiihrt
dann in beiden Fillen des Beispiels 2.11 (b) auf je eine Gleichung, mit denen Sie
weiterarbeiten kénnen. (1)

(c¢) Finden Sie (ggf. angenihert) eine optimale orthogonale Abbildung (Drehwinkel
und Determinante).

(d) Fertigen Sie die Dreiecke mit Karton o.A. mafBstabsgetreu an und ermitteln Sie
damit durch Schieben, Drehen, Umklappen und Messen einen Ndherungswert.

9 7Zu Prokrustes siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Prokrustes, zu , Procrustes problem“ gibt es
aulerdem interessante Eintrige im Internetz.

(19Gjehe etwa: Nicholas Higham, Functions of Matrices, Theory and Computation, SIAM, 2008

(Dn einem Fall kénnte sie so aussehen: 40a> + 40b% — 16bv/2 + 48 + 16a+/2. Dabei ist a? + b = 1.



